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PEMODELAN MATEMATIKA DAN ANALISIS KESTABILAN LOKAL 
PADA PERUBAHAN POPULASI PENDERITA DIABETES MELITUS 
 




Diabetes melitus adalah penyakit kelainan hormonal yang mengakibatkan sel-sel dalam tubuh tidak 
dapat menyerap glukosa dari darah. Penyakit ini timbul ketika darah tidak terdapat cukup insulin atau 
ketika sel-sel tubuh tidak bisa beraksi terhadap insulin dalam darah secara normal. Penderita diabetes 
melitus dapat meninggal karena komplikasi yang ditimbulkan misalnya penyakit ginjal, gangguan 
jantung, dan gangguan saraf. Dalam penelitian ini dibentuk model matematika populasi penderita 
diabetes melitus dengan mengelompokkan populasi tersebut dalam dua kelas, yaitu kelas penderita tanpa 
komplikasi (D) dan kelas penderita dengan komplikasi (C). Analisis model matematika dalam penelitian 
ini memperlihatkan hubungan laju perubahan populasi antara penderita komplikasi dan total penderita 
diabetes melitus. Model tersebut memiliki dua titik kesetimbangan, yaitu T1 yang menggambarkan kondisi 
populasi bebas komplikasi dan T2 yang menggambarkan kondisi populasi dengan individu yang 
mengalami komplikasi. Analisis kestabilan lokal disekitar titik kesetimbangan menggunakan syarat 
kestabilan yaitu β – θ > 0, dimana β merupakan koefisien proporsi meningkatnya penderita menjadi 
komplikasi dan θ merupakan penjumlahan tingkat kematian alami, kesembuhan komplikasi, serta 
kematian akibat komplikasi. Hasil analisis menunjukkan jika β – θ > 0 maka model matematika populasi 
penderita diabetes melitus tidak stabil disekitar titik kesetimbangan T1 dan stabil asimtotik disekitar titik 
kesetimbangan T2. 
 
Kata kunci : sistem dinamik, titik kesetimbangan, nilai eigen 
PENDAHULUAN 
Diabetes melitus atau kencing manis diketahui sebagai suatu penyakit yang disebabkan oleh adanya 
gangguan menahun terutama pada sistem metabolisme karbohidrat, lemak, dan juga protein dalam 
tubuh. Gangguan metabolisme tersebut disebabkan kurangnya produksi hormon insulin yang 
diperlukan dalam proses pengubahan gula menjadi tenaga serta sintesis lemak. Hal ini mengakibatkan 
terjadinya hiperglikemia, yaitu meningkatnya kadar gula dalam darah atau terdapatnya kandungan 
gula dalam air kencing dan zat-zat keton serta asam yang berlebihan. Keberadaan zat-zat keton dan 
asam yang berlebihan ini menyebabkan terjadinya rasa haus yang terus-menerus, banyak kencing, 
penurunan daya tahan tubuh, dan penurunan berat badan meskipun selera makan tetap baik. Seseorang 
dapat dikatakan sebagai penderita diabetes jika kadar gula darahnya melebihi 100 mg% dalam 
keadaan puasa dan melebihi 140 mg% saat dua jam sesudah makan. Jika gula darahnya telah melebihi 
160 mg% dalam keadaan puasa dan melebihi 180 mg% saat dua jam sesudah makan maka individu 
tersebut dikatakan penderita diabetes melitus komplikasi [1,2]. 
Data dari studi global menunjukkan bahwa jumlah penderita diabetes melitus pada tahun 2013 di 
seluruh dunia telah mencapai 382 juta orang. Jika tidak ada tindakan yang dilakukan, jumlah ini 
diperkirakan akan meningkat menjadi 592 juta orang pada tahun 2035. Saat ini Indonesia berada di 
urutan ketujuh penderita diabetes melitus terbesar di dunia dengan jumlah 8,5 juta orang dimulai dari 
usia 20 s/d 79 tahun [3]. Jumlah penderita diabetes melitus dapat diprediksi melalui model 
matematika. 
Model matematika mempunyai kapabilitas dalam pemahaman perkembangan jumlah penderita 
penyakit tidak menular seperti diabetes melitus. Oleh karena itu, dalam penelitian ini dibentuk model 
matematika populasi penderita diabetes melitus dengan mengelompokkan populasi tersebut dalam dua 




kelas, yaitu kelas penderita tanpa komplikasi ( ) dan kelas penderita dengan komplikasi ( ). Tujuan 
dari penelitian ini adalah menentukan titik kesetimbangan dan mencari syarat kestabilan dari model 
yang terbentuk serta mengilustrasikan jumlah penderita diabetes melitus berdasarkan parameter yang 
ditentukan. Model matematika populasi penderita diabetes melitus dianalisis pada kestabilan lokal 
disekitar titik kesetimbangannya. Adapun faktor-faktor yang mempengaruhi model yaitu banyaknya 
kasus diabetes yang terdiagnosa secara medis, kematian alami, perpindahan individu dari kelas 
penderita tanpa komplikasi ke taraf komplikasi, kesembuhan komplikasi dan kematian akibat 
komplikasi. 
Penelitian dimulai dengan mempelajari dinamika penyakit diabetes melitus pada dunia nyata. 
Tahap berikutnya membentuk asumsi untuk menyederhanakan model dan mendefinisikan parameter 
yang digunakan pada model. Kemudian membentuk diagram transfer dan model matematika populasi 
penderita diabetes melitus. Langkah selanjutnya, menentukan titik kesetimbangan dan melakukan 
linearisasi dengan membentuk matriks Jacobian. Kemudian mencari persamaan karakteristik dari 
matriks Jacobian  tersebut dan mencari solusinya. Kestabilan model diselidiki dengan menggunakan 
kriteria kestabilan berdasarkan nilai eigen yang diperoleh. Setelah menyelidiki kestabilan model, 
langkah berikutnya adalah memberikan interpretasi untuk menentukan nilai parameter. Selanjutnya, 
diperoleh grafik yang mengilustrasikan perilaku jumlah individu yang komplikasi dan total penderita 
diabetes melitus. 
 
MODEL POPULASI PENDERITA DIABETES MELITUS  
Model matematika populasi diabetes melitus merupakan model yang menggambarkan jumlah 
penderita diabetes melitus. Jumlah kasus baru penderita diabetes melitus selama suatu periode pada 
populasi tertentu disebut Insidensi ( ). Dalam penelitian ini, Insidensi diasumsikan bersifat konstan. 
Perpindahan penderita tanpa komplikasi ke taraf komplikasi disebabkan oleh kadar glukosa darah 
yang tidak terkontrol dengan baik. Individu yang mengalami cacat akibat komplikasi masih 
dikategorikan sebagai penderita diabetes melitus. Oleh karena itu, populasi penderita dikategorikan 
menjadi dua kelas yaitu kelas penderita tanpa komplikasi ( ) dan kelas penderita dengan komplikasi 
( ). Total penderita diabetes melitus ( ) pada saat t  merupakan penjumlahan dari kedua kelas 
tersebut yaitu,      . Berikut adalah penjelasan dari masing-masing kelas pada populasi 
penderita diabetes melitus: 
1. Kelas penderita tanpa komplikasi ( ) 
Analisis pembentukkan model laju perubahan jumlah individu pada kelas penderita tanpa komplikasi 
terhadap waktu dinotasikan dengan (
  
  
). Banyaknya kasus baru yang timbul ( ) diasumsikan 
langsung masuk pada kelas penderita tanpa komplikasi dan penderita komplikasi ( ) yang mengalami 
kesembuhan komplikasi ( ) akan kembali dikategorikan sebagai penderita diabetes melitus tanpa 
komplikasi. Selain itu, laju penurunan jumlah individu pada kelas penderita tanpa komplikasi 
dipengaruhi oleh proporsi individu menjadi penderita komplikasi ( ) dan kematian alami ( ) yang 
disebabkan karena kecelakaan atau penyakit lainnya diluar faktor diabetes. Sehingga model laju 
perubahan jumlah individu pada kelas penderita diabetes melitus tanpa komplikasi adalah: 
  
  
              (   )                                               ( ) 
2. Kelas penderita komplikasi ( ) 




)  Peningkatan jumlah penderita pada kelas ini dipengaruhi oleh proporsi individu menjadi 
adanya kesembuhan komplikasi ( ) dan kematian alami ( ). Komplikasi yang semakin parah pada 








penderita diabetes juga akan mengakibatkan kematian ( ). Sehingga model laju perubahan jumlah 
individu pada kelas penderita diabetes melitus komplikasi adalah: 
  
  
                (     )                                          ( ) 
Model populasi penderita diabetes melitus dapat digambarkan dalam diagram transfer dibawah ini: 
 
Gambar 1. Diagram transfer model populasi penderita diabetes melitus 




   (   )     
  
  
    (     )  
dengan 
  = insidensi penyakit diabetes melitus 
  = proporsi penderita diabetes melitus meningkat ke taraf komplikasi 
  = tingkat kesembuhan komplikasi 
  = tingkat kematian alami  
  = tingkat kematian penderita akibat komplikasi 
dan             dengan   dan   merupakan fungsi kontinu dan diferensiabel 
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                                                                ( ) 
Apabila   merupakan koefisien pengendali yang digunakan untuk mendefinisikan   maka asumsi 
proporsi meningkatnya penderita diabetes melitus komplikasi yaitu [4]: 
   
 
 
                                                                               ( ) 
dengan mensubstitusikan Persamaan (4) pada Sistem (3) sehingga model populasi penderita diabetes 
melitus dapat ditulis sebagai berikut: 
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Titik kesetimbangan pada model populasi diabetes melitus adalah ( ̂  ̂) yang diperoleh dengan 
mencari solusi dari Sistem (5) sehingga diperoleh dua titik kesetimbangan yaitu: 




   ( ̂   ̂ )  (
 (   )
 (   )    
 
  
 (   )    
) 
Titik kesetimbangan    menggambarkan kondisi saat tidak terdapat penderita yang komplikasi atau 
populasi penderita diabetes melitus yang bebas komplikasi, dan titik kesetimbangan    
menggambarkan kondisi populasi dengan individu yang mengalami komplikasi. Titik kesetimbangan 
pada model matematika ini menunjukan jumlah individu pada kelas penderita komplikasi ( ̂) dan 





   
 
 dengan kata lain 
                                                                                 ( ) 
 
KESTABILAN MODEL POPULASI DIABETES MELITUS 
Analisis kestabilan sistem persamaan diferensial tak linear dilakukan melalui linearisasi. 
Linearisasi dari suatu sistem dapat dicari menggunakan matriks Jacobian. Linearisasi dari fungsi 
 ̇   ( ) pada titik kesetimbangan  ̅ adalah  ̇    ( ̅)  [5]. Kestabilan sistem ditinjau dari nilai 
eigen matriks Jacobian. 
Teorema 1 [6] Jika semua nilai eigen dari matriks Jacobian memiliki bagian real yang bernilai 
negatif maka sistem disekitar titik kesetimbangan  ̅ stabil asimtotik lokal. 
Bukti: 
Diberikan sistem yang terlinearisasi pada titik kesetimbangan  ̅ yaitu  ̇    ( ̅)  maka solusi sistem 
tersebut selalu memuat bentuk    ( )  sehingga jika semua bagian real dari   bernilai negatif maka 
untuk     nilai    ( )  akan menuju nol. Dengan kata lain, saat     solusi sistem akan menuju 
titik kesetimbangan, sehingga sistem tersebut stabil asimtotik lokal □. 
Kestabilan model populasi diabetes melitus disekitar titik kesetimbangan dianalisis berdasarkan 
teorema berikut ini:  
Teorema 2 Jika       maka: 
(i) Sistem (5) disekitar titik kesetimbangan    (  
 
 
) tidak stabil. 
(ii) Sistem (5) disekitar titik kesetimbangan    (
 (   )
 (   )   
 
  
 (   )   
) stabil asimtotik lokal. 
Bukti: 
Analisis kestabilan dimulai dengan melakukan proses linearisasi pada Sistem (5) disekitar titik 
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] 
Titik kesetimbangan    ( ̂   ̂ )  (  
 
 
) disubstitusikan ke Matriks Jacobian   sehingga didapat: 
   [
    
    
] 
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persamaan karakteristik dari Matriks    adalah sebagai berikut: 
(  (   ))(   )    
sehingga diperoleh nilai eigen        dan       karena diketahui bahwa       maka 
    .    menyatakan tingkat kematian alami dari populasi penderita diabetes melitus sehingga 
    maka     . Hal ini menunjukan Sistem (5) disekitar titik kesetimbangan    tidak stabil □. 
Selanjutnya untuk mengetahui kestabilan sistem disekitar titik kesetimbangan    dengan cara 
mensubstitusi    ( ̂   ̂ )  (
 (   )
 (   )   
 
  
 (   )   
) ke Matriks Jacobian   sehingga didapat, 
   [
 (   )
(   ) 
 
    
] 
persamaan karakteristik dari Matriks    adalah sebagai berikut: 
   (     )  
(   )(    (   ))
 
   
sehingga diperoleh nilai eigen  
     
   √     
 
 
dengan   (     ) dan   
(   )(    (   ))
 
 
dari nilai eigen yang diperoleh maka kemungkinan yang timbul yaitu: 
1. Jika         
Karena     dan       maka    . Hal ini menyebabkan √      merupakan bilangan 
imajiner, sehingga diperoleh nilai eigen yang keduanya mempunyai bagian real negatif. 
2. Jika          
Karena parameter           dan diketahui       maka     dan    . Hal ini 
menyebabkan   √     , sehingga diperoleh nilai eigen yang keduanya bernilai negatif. 
Berdasarkan kemungkinan yang dapat timbul maka nilai eigen dari Matriks    bernilai negatif. Hal ini 
menunjukan Sistem (5) disekitar titik kesetimbangan    stabil asimtotik lokal □. 
 
INTERPRETASI DAN ILUSTRASI MODEL 
Interpretasi dan ilustrasi model populasi penderita diabetes melitus dapat dilakukan dengan 
memberikan nilai pada parameter. Dipilih nilai parameter        ,   = 1,       ,       . 
Selain nilai parameter tersebut digunakan juga nilai parameter   yang digambarkan dua kondisi yang 
berbeda yaitu: 
1. Kondisi saat  masih terdapat penderita yang mengalami kesembuhan komplikasi 
Pada kondisi ini tingkat kesembuhan komplikasi ( ) pada penderita diabetes melitus sebesar 0,08 
maka diperoleh        sehingga memenuhi syarat kestabilan pada Teorema 2 yaitu      . 
Hal ini menunjukkan model populasi penderita diabetes melitus pada kondisi ini tidak stabil pada 
titik kesetimbangan    dan stabil asimtotik lokal pada titik kesetimbangan   . Selanjutnya nilai 
parameter yang telah dipilih dan        disubstitusikan pada Sistem (5) maka diperoleh: 
  
  
       
  
 
                         
  
  
                  
                                                (  ) 




dengan titik kesetimbangan   (           ) dan   (               ). Gambaran umum 
kestabilan model di titik kesetimbangan    dan    dapat ditunjukkan pada Gambar 2. Dengan 
mengasumsikan nilai awal untuk jumlah penderita komplikasi dan total seluruh penderita diabetes 







Pada Gambar 2 terlihat garis-garis tebal berwarna hitam dan anak panah bergerak menjauhi titik 
kesetimbangan   . Hal ini menunjukkan sistem tidak stabil di titik kesetimbangan   . Namun hal 
yang berbeda terjadi pada titik kesetimbangan    terlihat bahwa garis-garis tebal berwarna hitam 
dan anak panah bergerak menuju ke satu titik, yang berarti sistem stabil asimtotik pada titik 
kesetimbangan   . Dari Gambar 3 dapat dilihat bahwa laju pertumbuhan jumlah penderita 
komplikasi dan total penderita diabetes melitus bergerak naik dan pada suatu waktu konstan hingga 
   . Hal ini berarti jumlah penderita komplikasi dan total penderita diabetes melitus akan selalu 
ada hingga pada waktu tertentu banyaknya penderita akan mendekati konstan. 
 
2. Kondisi saat tidak terdapat penderita yang mengalami kesembuhan komplikasi 
Pada kondisi ini tingkat kesembuhan komplikasi ( ) pada penderita diabetes melitus sebesar 0 
maka diperoleh        sehingga memenuhi syarat kestabilan pada Teorema 2 yaitu      . 
Hal ini menunjukkan model populasi penderita diabetes melitus pada kondisi ini tidak stabil pada 
titik kesetimbangan    dan stabil asimtotik lokal pada titik kesetimbangan   . Selanjutnya nilai 
parameter yang telah dipilih dan     disubstitusikan pada Sistem (5) maka diperoleh: 
  
  
       
  
 
                         
  
  
                  
                                                   (  ) 
dengan titik kesetimbangan   (           ) dan   (                    ). Gambaran umum 
kestabilan model di titik kesetimbangan    dan    dapat ditunjukkan pada Gambar 4. Dengan 
menggunakan asumsi nilai awal yang sama, maka diperoleh grafik seperti pada Gambar 5. 
Gambar 3 Grafik pertumbuhan jumlah 
penderita diabetes melitus pada saat 𝛾       
 
Gambar 2 Potret fase kestabilan model populasi 
penderita diabetes melitus dengan 𝛾       
 
●   T1(0,3.000.000) 
(tahun) 







Pada Gambar 4 terlihat garis-garis tebal berwarna hitam dan anak panah bergerak menjauhi titik 
kesetimbangan   . Hal ini menunjukan sistem tidak stabil di titik kesetimbangan   . Sedangkan 
pada    terlihat bahwa garis-garis tebal berwarna hitam dan anak panah bergerak menuju ke satu 
titik. Hal ini menujukkan sistem stabil asimtotik pada titik kesetimbangan   . Dari Gambar 5 dapat 
dilihat bahwa pada awalnya laju pertumbuhan jumlah penderita komplikasi dan total penderita 
diabetes melitus terus mengalami peningkatan hingga pada waktu tertentu laju pertumbuhan jumlah 
penderita menjadi konstan    . Hal ini berarti jumlah penderita komplikasi dan total penderita 
diabetes melitus akan selalu ada hingga pada waktu tertentu jumlahnya akan mendekati konstan. 
 
PENUTUP 
Model matematika populasi penderita diabetes melitus dibentuk berdasarkan asumsi-asumsi yang 
telah dibangun. Model matematika populasi penderita diabetes melitus adalah sebagai berikut: 
  
  






         
Titik kesetimbangan dari model matematika populasi penderita diabetes melitus yaitu: 
   ( ̂   ̂ )  (  
 
 
) dan    ( ̂   ̂ )  (
 (   )
 (   )   
 
  
 (   )   
) 
Kestabilan model populasi penderita diabetes melitus dianalisis berdasarkan syarat kestabilan yaitu 
     . Dengan kata lain     yang berarti banyaknya penderita yang menjadi komplikasi lebih 
besar dari pada penderita yang keluar dari kategori komplikasi. Hasil analisis model disekitar titik 
kesetimbangan    menunjukkan adanya penderita yang mengalami komplikasi, dan model disekitar 
titik kesetimbangan    menunjukkan penderita diabetes melitus akan selalu ada sampai pada keadaan 
tertentu tidak akan bertambah lagi. 
Ilustrasi model populasi penderita diabetes melitus dilakukan dengan memberikan nilai pada 
parameter. Dipilih nilai parameter        ,   = 1,       ,       . Selain nilai parameter 
tersebut digunakan juga nilai parameter   yang digambarkan dua kondisi yang berbeda yaitu:
Gambar 4 Potret fase kestabilan model populasi 
penderita diabetes melitus dengan 𝛾    
 
Gambar 5 Grafik pertumbuhan jumlah 
penderita diabetes melitus pada saat 𝛾    
 
●  T1(0,3.000.000) 
(tahun) 




1. Kondisi saat  masih terdapat penderita yang mengalami kesembuhan komplikasi dengan        
Pada kondisi ini diperoleh        sehingga memenuhi syarat kestabilan maka model tidak stabil 
disekitar titik kesetimbangan    dan stabil asimtotik lokal disekitar titik kesetimbangan   . 
2. Kondisi saat tidak terdapat penderita yang mengalami kesembuhan komplikasi dengan     
Pada kondisi ini diperoleh        sehingga memenuhi syarat kestabilan maka model tidak stabil 
disekitar titik kesetimbangan    dan stabil asimtotik lokal disekitar titik kesetimbangan   .  
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